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Resumen

En el presente trabajo se presenta la obtencién del
modelo exacto en tiempo discreto de un robot mévil
tipo (2,0) bajo la consideracién de la existencia de
retardos de transporte en la senal de control. Esta
consideracion esta fundamentada en el hecho de que
la mayorfa de las aplicaciones donde se utilizan los
robots moviles requieren que estos sean controlados
remotamente, por ello el modelo discreto exacto a
considerar incluye el efecto de un retardo de trans-
porte, producido por la propagacién de las senales
de control. El modelo obtenido es evaluado mediante
simulacién, comparando su desempeno con un mode-
lo discreto aproximado que incluye también retardos
de transporte y con el modelo en tiempo continuo del
mismo sistema.

1. Introduccion

Es amplio el nimero de investigaciones que se han
desarrollado, tomando como objeto de estudio los ro-
bots de locomocién mediante ruedas, motivadas en
parte, por la simplicidad de su estructura. Son sis-
temas cuyos modelos matemadticos se clasifican co-
mo sistemas no lineales presentando restricciones no
holénomas. Una restriccién no holénoma es una re-
striccién no integrable en términos de las velocidades
del robot.

Actualmente, los esquemas de control desarrollados
para robots méviles, en su mayoria se obtienen a par-
tir de los modelos en tiempo continuo, pero su im-
plementacién en tiempo real se realiza en sistemas
de procesamiento digital de datos. Esto no es un in-
conveniente siempre que el sistema de computo posea
una alta velocidad de operacién. En el caso contrario,
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cuando no se logra reducir el periodo de muestreo a
un valor suficientemente pequeno, los esquemas de
control implementados de esta forma presentan un
deterioro apreciable en el desempeno general del sis-
tema.

La principal ventaja de utilizar un controlador dis-
creto y un modelo discreto exacto del sistema, es que
no se tiene como restriccién de trabajo el periodo de
muestreo considerado y por lo tanto se puede uti-
lizar en su implementacién un sistema de computo
de menor velocidad y por lo tanto de menor costo.
Dadas las aplicaciones tipicas de un robot mdévil por
lo general es necesario que no existan conexiones
alambricas entre el robot mévil y su sistema de con-
trol, esto es, que sean controlados de forma remota
inalambricamente. Esta condicién genera la necesi-
dad de una red de comunicacién entre el sistema de
control, los sensores y los actuadores del vehiculo.
La inclusién de una red de comunicaciones, como se
observa en la Figura 1, induce la presencia de retar-
dos de propagacion en el lazo de control debido a que
las senales experimentan un retardo de tiempo en la
etapa de actuacién y de igual forma las senales de
los diferentes sensores llegan con retraso al sistema
donde se realiza el cédlculo de las leyes de control. Es-
tos retardos pueden no ser despreciables y podrian
deteriorar el desempeno del sistema y causar en al-
gunos casos inestabilidad. Los tiempos muertos indi-
cados de la forma descrita, generalmente no pueden
ser compensados facilmente aun en el caso de contar
con altas velocidades de procesamiento en el cédlculo
de las leyes de control.

A pesar de que los sistemas de control operados a dis-
tancia son un ejemplo de sistemas con tiempos muer-
tos, cuyo efecto podria no ser ignorado, no se ha ex-
plorado ampliamente el problema de seguimiento de
trayectorias utilizando el modelo cinematico discre-
to exacto de estos sistemas y menos aun, utilizando
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Figura 1: Red de comunicacién en un sistema con-
trolado remotamente

el modelo discreto exacto incluyendo los efectos de
los retardos de propagacién de las senales de control,
como es el caso de los robots méviles controlados re-
motamente.

La utilizacién de modelos en tiempo discreto ha si-
do motivada fundamentalmente por la necesidad de
abordar el problema de retardos de tiempo en la
propagacién de las seniales en un sistema controlado
a distancia. Los modelos discretos permiten analizar
de una manera mas simple los efectos del retardo
en la propagacién de las senales y permiten obtener
controles discretos disenados para compensar dichos
efectos.

El articulo se organiza de la siguiente forma: En la
Seccién 2 se presentan tanto el modelo continuos co-
mo los discretos del robot mévil de tipo (2,0). En la
Seccién 3 se presenta la obtencién del modelo discre-
to exacto con la inclusién de un retardo de transporte
para el robot mévil tipo (2,0). En la Seccién 4 se pre-
senta la validacién del modelo discreto obtenido me-
diante diferentes simulaciones numéricas. Finalmente
las conclusiones se presentan en la Seccién 5.

2. Modelos continuos y discre-
tos del robot mévil (2,0)

En la literatura es comin encontrar que en el desar-
rollo de controladores para sistemas no lineales, solo
se considera el modelo en tiempo continuo, dado que
no siempre es posible obtener un modelo discreto ex-
acto de estos sistemas.

Los robots méviles del tipo (2,0), como el que se
observa en la Figura 2, se construyen utilizando dos
o mas ruedas fijas sobre el mismo eje, no utilizan
ruedas orientables. Su movimiento se logra al aplicar
una velocidad diferente en cada una de las ruedas. Su
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grado de movilidad es dos, uno es la velocidad lineal
u1 v el otro es la velocidad angular us. Dado que
este tipo de robot tiene un solo eje con ruedas con-
vencionales, se considera un solo punto de referencia
sobre el cuerpo del robot y por tanto us, la velocidad
angular o de rotacién es una entrada del sistema al
igual que uq, la velocidad lineal o de desplazamiento.

X1

Figura 2: Modelo del robot mévil (2,0)

La posicién y orientacién del robot mévil se estable-
cen mediante tres estados, (z1,z2,0,), donde x1 y x2
son las coordenadas del centro de rotacién del robot
con respecto a los ejes del marco de referencia fijo
X1, X5, y el estado 6y es el angulo que forma el eje
de referencia del robot con respecto a X;. El mode-
lo cinemético en tiempo continuo de un robot tipo
(2,0) resulta ser,

T = uy cos by
.’tQ = U1 sinHO (].)
0o = uy

Un retardo de transporte se define como el intervalo
de tiempo existente entre el inicio de un evento en
una parte del sistema y la aparicién del la accién con-
secuente o efecto resultante en otra parte del mismo
sistema (generalmente la sefial de entrada).

Los sistemas controlados a distancia estdn sometidos
a retardos de transporte. Estos se presentan debido
a que las senales deben viajar a través de un medio
fisico para comunicar el sistema de control con los
sensores y los actuadores del sistema remoto, tal co-
mo se ilustra en la Figura 1, la inclusién de una red
de comunicaciones, altera el modelo continuo del sis-
tema que se controla a distancia, debido a que las
senales de control se generan en un instante de tiem-
po tg, pero actian sobre el sistema con un retardo de
tiempo 7, donde T es el tiempo que transcurre entre
la generacién de la senal en el controlador y la apli-
cacién de esta senal en el sistema remoto. En el caso
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particular del robot mévil (2,0) el modelo cineméti-
co continuo dado en la ecuacién (1) se modifica en el
caso de la consideracién de retardos de transporte,
de la siguiente forma,

&1 =uq (t — 7)cos by
Z.i’g = U1 (t 77’) sin00 (2)
90 = U3 (t—’T)

Partiendo de un modelo continuo es posible obten-
er facilmente un modelo discreto aproximado, con el
inconveniente de que este modelo es vilido solo para
periodos de muestreo suficientemente pequenos. En
[3,4, 5] se considera el modelo discreto aproximado
del robot mévil tipo (2,0) obteniéndose controles en
tiempo discreto, con el objeto de resolver problemas
de regulacién y de seguimiento de trayectorias.

La discretizacién aproximada, utilizando la primera
aproximacién de la expansién en series de Taylor o
aproximaciéon de Euler, del modelo cinemético del
robot mévil (2,0) libre de retardos toma la forma,

L1 (k)T = T10e1) + Ty er) €0 (Ooer))
Lokt 1)T = Toer) + Tty o) sin (Ooer)) 3)
Ook+1)r = Oorry + Tuarr)

En [3] se muestra mediante simulaciones, que el de-
sempefio de un control discreto puede verse afectado
por un retardo de transporte, de tal manera que los
autores concluyen sobre la importancia de disenar
un controlador basadndose en un modelo de la planta,
en el que se incluya el efecto del retardo de trans-
porte. A continuacién se presenta el modelo discreto
aproximado obtenido a partir de (2)

Tikryr = Tigr) + (T — T)uier) cosbogrrir)
Jr’l'ul(k 1)T COS HO(kT

Toeenyr = Togr) + (T — T)urger) sin O (x4r)1)
+7Tuy(k—1)7 SN Oo (k1)

Ooryr = Oogr) + (T — T)U2(kT) + TU(k—1)T

Al igual que en el caso del modelo discreto aproxi-
mado (3), dado que se considera una aproximacion
de orden cero, este modelo solo es vélido si el periodo
de muestreo es suficientemente pequeno.

El modelo de un robot mévil de tipo (2,0) es un caso
particular de un sistema no lineal, del cual es posi-
ble obtener un modelo discreto exacto [2]. Una de las
principales ventajas de utilizar el modelo discreto ex-
acto es que el desempenio de su esquema de control
es independiente del periodo de muestreo utilizado.
Teniendo en cuenta que la senal de entrada al sis-
tema u(t) se puede considerar constante durante el
intervalo t;, se obtiene el modelo discreto exacto por
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integracion directa del modelo continuo (1),

Ti(k+1)T = LU(kT)
+2U1(kT)7;[} COS (90 + %u2(kT))
To(k+1)T = L2(kT)
+2U1(kT)7;[} sin (00 + %uz(kT)) (4)
Ook+nyr = Oower) + Tuzer)
sin 2u2
_ —2 s w 0
Blu) = § s o Swe#
5 si ug =0

3. Obtencién del modelo dis-
creto exacto con retardo de
transporte

En esta seccién se presenta la obtencién de un mo-
delo discreto exacto donde se incluye el retardo de
transporte para un robot mévil de tipo (2,0). Para
obtenerlo se resuelve primero la ecuacién diferencial
para x3(t) en el intervalo de tiempo [tg, t], esto es,

t

=z3(to) + /u2 (s —T)ds (5)

to

3 (1)

Ahora, dado que la senal de control es considerada
constante entre instantes de muestreo y ademds se
ve afectada por un retardo 7, esta se comporta como
se ilustra en la Figura 3.

U2(k) | E——

U2(k-

KT+T

A j----

KT

Figura 3: Senal de Control us(t —7)
De lo anterior se tiene que la integral en (5) puede

escribirse seccionalmente como,

to+T1 t

= w3 (to) + / Uy yypds + / Usryds (6)

to to+7

w3 (1)

de donde se obtiene,

w3 (t) = 23 (to) + TUyyr T (t—to—17) Uy ey

Considerando tg = kT y evaluando al final del inter-
valo [(KT), (KT + T)] se obtiene,

T3(k+1)T = T3,T) T TUy_yyr T (T—-71) Uiy
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Obsérvese que en el intervalo de integracion tg <t <
to+ 7, x3 (t) toma simplemente la forma,

t

T3 (t) = I3 (t0)+/u2(k—1)Td8
to

z3(t) = x3(to) + (t —to) Uy yyr

y en el intervalo ¢g + 7 < t < t, 23 (t) esta dado por,

totT t

z3(t) = x3(to) + / Uy ds + / Uy, dS
to to+T7

z3(t) = x3(to) + Ty, + (E—to — T) uy,,

Sustituyendo 3 (t) en las ecuaciones diferenciales
para x1 (t) y x2 (¢) del modelo continuo (2), es posi-
ble obtener el modelo exacto del sistema con retardo
de transporte.

Al igual que la senal de control us, la senal u; se ve
afectada por un retardo 7, por lo tanto el cdlculo del
modelo discreto exacto con retardo del sistema se re-
aliza teniendo en cuenta las variaciones en las senales
de control, a causa del retardo 7. Considerando la
ecuacién para x; (t) de (1), se obtiene,

t0+T
iy = 21 (to) + Uy, cos (w3 (s)) ds
to
t
+u, / cos (x3 (s)) ds
to+T1

Por lo tanto, sustituyendo la solucién para x3 (t) en
el intervalo de tiempo adecuado es posible escribir,

Ty = w1 (to) + Uy gy X
to+T7
X / cos (z3 (to) + (s

to

—tp) uz(k71>) ds

t

U, / COS T3(tg) T Tlygye_y)
to+T1
+(s —to — T) Uy, ds

esto es,
$1(t) =1 (to)
Uy, . 1
u;:i; [sin (2310 + Ttyqu_yy) = i (23000) )]
+u1(k) sin <x3(t0) + Tuz(k—l) —+ (t — to - T) uz(k))

Ya(k)
— S (x3(t0) + Tu?(k—l))

Considerando de nuevo tg = kT y evaluando para
t = kT + T se obtiene,
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T1(k+1)T = T1(kT)
Uik—1)
———= 51N (X3 +|T|lu,,,
Unho1) ( ser) + [7] 2(1»71))
— Sin mS(kT))

u .
Jrul(k) sin (ZE3(kT) + [7] Uy yy T [T — 7] Uz(k))

2(k)
—sin (z3er) + [7) Uy, )

haciendo uso de identidades trigonometricas, esta
ecuacién puede reescribirse como,

T1(k+1)T = T1(kT)
Jr2u1(1c71) cos (‘T3(kT) + %uz(kﬂ))del
+2u1(k> cos <x3(kT) + TUy_yy T %umk)) (D)

sin( Tu
2 Yo(k—1) :
si up—1yr # 0

¢1 = U (k—1)
5 st ug(x—1yr =0
sin(%u%k)) siu i 7& 0
o = T Ya(k) ) 2(kT)
=, si ugrr) =0

Siguiendo el mismo procedimiento para z2, el modelo
discreto exacto con retardo de transporte de un robot
movil tipo (2,0) esta dado por,

LT1(k+1)T = L1(kT)
+2u, ) €08 (T3(em) + FUyges)) U1
+2u,,, €08 (T3(er) + TUyg_y) + L5ty ) Vo
L2(k+1)T = L2(kT)
Jr2ul(kfl) sin <$3(kT) + %UZ(k—l)) "/}1
+2u1(k71) sin <x3(kT) + %UZ(kfl)) ¢1
T3(k+1)T = T3(KT) + TUy_qy T+ (T —1) Uy
(7)
Este sistema puede ser reescrito como un sistema au-
mentado en la forma,

T1(k+1)T = L1(ET)

+2¢; (1) COS (xS(kT) + %C2(kT)> Py

20y, €08 (230 + TCaer) + T5 0, ) s
L2(k+1)T = L2(kT)

+2C; () Sin (mS(kT) + %C2(kT)) (00

+2u,,, sin (gcg(kT) + TCQ(kT) + %um)) U,
T3(k+1)T = T3(kT) + TCo®kry T (T = T) Uy

C1(1c+1)T = Uy oy
CQ(k+1)T = Uyt

4. Validacion del modelo dis-
creto exacto con retardo de
transporte

Con el fin de validar el modelo obtenido se re-
alizaron simulaciones en lazo abierto considerando
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diferentes tiempos de muestreo, comparando las re-
spuestas obtenidas para el modelo continuo con re-
tardo; el modelo discreto aproximado con retardo y
el modelo discreto exacto con retardo.

En la Figura 4 se observa la variable x1, de los tres
modelos cineméticos que incluyen el retardo en trans-
porte, el continuo, el discreto aproximado y el dis-
creto exacto, se presenta también el error entre el
modelo discreto aproximado con retardo y el modelo
exacto con retardo con respecto a la senal continua
con retardo, el tiempo de muestreo es de T' = 0,5. En
la Figura 5 se observa el resultado obtenido para la
variable x9 en el mismo caso.

En la Figura 6 y 7 se observan los resultados de sim-
ulacién para las mismas variables con un periodo de
muestreo T' = 5. En ambos casos el tiempo de retar-
doesT= %

En el caso de la variable x3 el modelo obtenido es el
mismo tanto en la discretizacién exacta con retardo
de transporte como en la discretizacién aproximada,
con retardo de transporte.

En los resultado de simulacién se observa claramente
que el modelo exacto con retardo no cambia su de-
semperio al variar el tiempo de muestreo a diferencia
del modelo discreto aproximado con retardo.

Variable x, de los diferentes modelos cinematicos
1 T T T T

Amplitud

-1 L L L I I

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo (seg.)
x 107 Error de Xy de los modelos discretos con el modelo continuo
4 T T T T T T T T T
ok 4
z
2
50
£
<
2 4
-4 I I I I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo (seg.)

Figura 4: Estado 1,7 =05y 7=0,25

5. Conclusiones

En este trabajo se presenta el modelo discreto exacto
de un robot mévil tipo (2,0) el cual presenta retardos
de transporte.

Es posible verificar que el comportamiento del mo-
delo discreto exacto no se deteriora al aumentar sig-
nificativamente el periodo de muestreo lo que puede
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Variable x, en los diferentes modelos cineméticos

T T T T T T T T

L L L L [ [ [ [

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Amplitud

Error de X, de los modelos discretos con el modelo continuo

T T T T T T T

L ) L L L L L L [

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Amplitud

Figura 5: Estado z2, T = 0,5y 7 = 0,25

Variable x, de los diferentes modelos cinematicos

0.5

1
10 20 30 40 50 60 70
Tiempo (seg.)

Error de x, de los modelos discretos con el modelo continuo

T T T T T

S s BN

1 1
10 20 30 40 50 60 70
Tiempo (seg.)

Figura 6: Estado 1, T =5y 7= 2,5

Variable x, en los diferentes modelos cinematicos

Amplitud
H
T

T T T

1
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Tiempo (seg.)

Error de X, de los modelos discretos con el modelo continuo
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i
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Figura 7: Estado z9, T =5y 7 = 2,5
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permitir su utilizacién en un esquema de control dig-
ital.

Dado que el modelo exacto es una funcién de u en
un tiempo kT es posible el disenio de leyes de control
causales para la solucién de problemas clédsicos de
control.
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