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Resumen

En el presente trabajo se presenta la obtención del
modelo exacto en tiempo discreto de un robot móvil
tipo (2,0) bajo la consideración de la existencia de
retardos de transporte en la señal de control. Esta
consideración esta fundamentada en el hecho de que
la mayoría de las aplicaciones donde se utilizan los
robots móviles requieren que estos sean controlados
remotamente, por ello el modelo discreto exacto a
considerar incluye el efecto de un retardo de trans-
porte, producido por la propagación de las señales
de control. El modelo obtenido es evaluado mediante
simulación, comparando su desempeño con un mode-
lo discreto aproximado que incluye también retardos
de transporte y con el modelo en tiempo continuo del
mismo sistema.

1. Introducción

Es amplio el número de investigaciones que se han
desarrollado, tomando como objeto de estudio los ro-
bots de locomoción mediante ruedas, motivadas en
parte, por la simplicidad de su estructura. Son sis-
temas cuyos modelos matemáticos se clasifican co-
mo sistemas no lineales presentando restricciones no
holónomas. Una restricción no holónoma es una re-
stricción no integrable en términos de las velocidades
del robot.
Actualmente, los esquemas de control desarrollados
para robots móviles, en su mayoría se obtienen a par-
tir de los modelos en tiempo continuo, pero su im-
plementación en tiempo real se realiza en sistemas
de procesamiento digital de datos. Esto no es un in-
conveniente siempre que el sistema de computo posea
una alta velocidad de operación. En el caso contrario,
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cuando no se logra reducir el periodo de muestreo a
un valor suficientemente pequeño, los esquemas de
control implementados de esta forma presentan un
deterioro apreciable en el desempeño general del sis-
tema.
La principal ventaja de utilizar un controlador dis-
creto y un modelo discreto exacto del sistema, es que
no se tiene como restricción de trabajo el periodo de
muestreo considerado y por lo tanto se puede uti-
lizar en su implementación un sistema de computo
de menor velocidad y por lo tanto de menor costo.
Dadas las aplicaciones típicas de un robot móvil por
lo general es necesario que no existan conexiones
alambricas entre el robot móvil y su sistema de con-
trol, esto es, que sean controlados de forma remota
inalambricamente. Esta condición genera la necesi-
dad de una red de comunicación entre el sistema de
control, los sensores y los actuadores del vehículo.
La inclusión de una red de comunicaciones, como se
observa en la Figura 1, induce la presencia de retar-
dos de propagación en el lazo de control debido a que
las señales experimentan un retardo de tiempo en la
etapa de actuación y de igual forma las señales de
los diferentes sensores llegan con retraso al sistema
donde se realiza el cálculo de las leyes de control. Es-
tos retardos pueden no ser despreciables y podrían
deteriorar el desempeño del sistema y causar en al-
gunos casos inestabilidad. Los tiempos muertos indi-
cados de la forma descrita, generalmente no pueden
ser compensados fácilmente aun en el caso de contar
con altas velocidades de procesamiento en el cálculo
de las leyes de control.

A pesar de que los sistemas de control operados a dis-
tancia son un ejemplo de sistemas con tiempos muer-
tos, cuyo efecto podría no ser ignorado, no se ha ex-
plorado ampliamente el problema de seguimiento de
trayectorias utilizando el modelo cinemático discre-
to exacto de estos sistemas y menos aun, utilizando

407



ISBN: 970-32-2137-8

      CONGRESO ANUAL DE LA AMCA 2004

 

RED DE 
COMUNICACION

ACTUADOR SENSOR
ROBOT 
MOVIL 

CONTROLADOR 

Figura 1: Red de comunicación en un sistema con-
trolado remotamente

el modelo discreto exacto incluyendo los efectos de
los retardos de propagación de las señales de control,
como es el caso de los robots móviles controlados re-
motamente.
La utilización de modelos en tiempo discreto ha si-
do motivada fundamentalmente por la necesidad de
abordar el problema de retardos de tiempo en la
propagación de las señales en un sistema controlado
a distancia. Los modelos discretos permiten analizar
de una manera mas simple los efectos del retardo
en la propagación de las señales y permiten obtener
controles discretos diseñados para compensar dichos
efectos.
El articulo se organiza de la siguiente forma: En la
Sección 2 se presentan tanto el modelo continuos co-
mo los discretos del robot móvil de tipo (2, 0). En la
Sección 3 se presenta la obtención del modelo discre-
to exacto con la inclusión de un retardo de transporte
para el robot móvil tipo (2, 0). En la Sección 4 se pre-
senta la validación del modelo discreto obtenido me-
diante diferentes simulaciones numéricas. Finalmente
las conclusiones se presentan en la Sección 5.

2. Modelos continuos y discre-
tos del robot móvil (2,0)

En la literatura es común encontrar que en el desar-
rollo de controladores para sistemas no lineales, solo
se considera el modelo en tiempo continuo, dado que
no siempre es posible obtener un modelo discreto ex-
acto de estos sistemas.
Los robots móviles del tipo (2, 0), como el que se
observa en la Figura 2, se construyen utilizando dos
o mas ruedas fijas sobre el mismo eje, no utilizan
ruedas orientables. Su movimiento se logra al aplicar
una velocidad diferente en cada una de las ruedas. Su

grado de movilidad es dos, uno es la velocidad lineal
u1 y el otro es la velocidad angular u2. Dado que
este tipo de robot tiene un solo eje con ruedas con-
vencionales, se considera un solo punto de referencia
sobre el cuerpo del robot y por tanto u2, la velocidad
angular o de rotación es una entrada del sistema al
igual que u1, la velocidad lineal o de desplazamiento.

x2

x1 

X2

X1 

2u

oθ   
          P 

1u  

Figura 2: Modelo del robot móvil (2, 0)

La posición y orientación del robot móvil se estable-
cen mediante tres estados, (x1, x2, θo), donde x1 y x2
son las coordenadas del centro de rotación del robot
con respecto a los ejes del marco de referencia fijo
X1,X2, y el estado θ0 es el ángulo que forma el eje
de referencia del robot con respecto a X1. El mode-
lo cinemático en tiempo continuo de un robot tipo
(2, 0) resulta ser,

ẋ1 = u1 cos θ0
ẋ2 = u1 sin θ0
θ̇0 = u2

(1)

Un retardo de transporte se define como el intervalo
de tiempo existente entre el inicio de un evento en
una parte del sistema y la aparición del la acción con-
secuente o efecto resultante en otra parte del mismo
sistema (generalmente la señal de entrada).
Los sistemas controlados a distancia están sometidos
a retardos de transporte. Estos se presentan debido
a que las señales deben viajar a través de un medio
físico para comunicar el sistema de control con los
sensores y los actuadores del sistema remoto, tal co-
mo se ilustra en la Figura 1, la inclusión de una red
de comunicaciones, altera el modelo continuo del sis-
tema que se controla a distancia, debido a que las
señales de control se generan en un instante de tiem-
po t0, pero actúan sobre el sistema con un retardo de
tiempo τ , donde τ es el tiempo que transcurre entre
la generación de la señal en el controlador y la apli-
cación de esta señal en el sistema remoto. En el caso
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particular del robot móvil (2, 0) el modelo cinemáti-
co continuo dado en la ecuación (1) se modifica en el
caso de la consideración de retardos de transporte,
de la siguiente forma,

ẋ1 = u1 (t− τ) cos θ0
ẋ2 = u1 (t− τ) sin θ0
θ̇0 = u2 (t− τ)

(2)

Partiendo de un modelo continuo es posible obten-
er fácilmente un modelo discreto aproximado, con el
inconveniente de que este modelo es válido solo para
periodos de muestreo suficientemente pequeños. En
[3, 4, 5] se considera el modelo discreto aproximado
del robot móvil tipo (2, 0) obteniéndose controles en
tiempo discreto, con el objeto de resolver problemas
de regulación y de seguimiento de trayectorias.
La discretización aproximada, utilizando la primera
aproximación de la expansión en series de Taylor o
aproximación de Euler, del modelo cinemático del
robot móvil (2, 0) libre de retardos toma la forma,

x1(k+1)T = x1(kT ) + Tu1(kT ) cos
¡
θ0(kT )

¢
x2(k+1)T = x2(kT ) + Tu1(kT ) sin

¡
θ0(kT )

¢
θ0(k+1)T = θ0(kT ) + Tu2(kT )

(3)

En [3] se muestra mediante simulaciones, que el de-
sempeño de un control discreto puede verse afectado
por un retardo de transporte, de tal manera que los
autores concluyen sobre la importancia de diseñar
un controlador basándose en un modelo de la planta,
en el que se incluya el efecto del retardo de trans-
porte. A continuación se presenta el modelo discreto
aproximado obtenido a partir de (2)

x1(k+1)T = x1(kT ) + (T − τ)u1(kT ) cos θ0(kT+τ)
+τu1(k−1)T cos θ0(kT )

x2(k+1)T = x2(kT ) + (T − τ)u1(kT ) sin θ0(k+τ)T )
+τu1(k−1)T sin θ0(kT )

θ0(k+1)T = θ0(kT ) + (T − τ)u2(kT ) + τu2(k−1)T

Al igual que en el caso del modelo discreto aproxi-
mado (3), dado que se considera una aproximación
de orden cero, este modelo solo es válido si el periodo
de muestreo es suficientemente pequeño.
El modelo de un robot móvil de tipo (2, 0) es un caso
particular de un sistema no lineal, del cual es posi-
ble obtener un modelo discreto exacto [2] . Una de las
principales ventajas de utilizar el modelo discreto ex-
acto es que el desempeño de su esquema de control
es independiente del periodo de muestreo utilizado.
Teniendo en cuenta que la señal de entrada al sis-
tema u(t) se puede considerar constante durante el
intervalo tk, se obtiene el modelo discreto exacto por

integración directa del modelo continuo (1) ,

x1(k+1)T = x1(kT )
+2u1(kT )ψ cos

¡
θ0 +

T
2 u2(kT )

¢
x2(k+1)T = x2(kT )

+2u1(kT )ψ sin
¡
θ0 +

T
2 u2(kT )

¢
θ0(k+1)T = θ0(kT ) + Tu2(kT )

ψ (u2) =

(
sin(T2 u2)

u2
, si u2 6= 0

T
2 , si u2 = 0

(4)

3. Obtención del modelo dis-
creto exacto con retardo de
transporte

En esta sección se presenta la obtención de un mo-
delo discreto exacto donde se incluye el retardo de
transporte para un robot móvil de tipo (2, 0). Para
obtenerlo se resuelve primero la ecuación diferencial
para x3(t) en el intervalo de tiempo [t0, t], esto es,

x3 (t) = x3 (t0) +

tZ
t0

u2(s− τ)ds (5)

Ahora, dado que la señal de control es considerada
constante entre instantes de muestreo y además se
ve afectada por un retardo τ , esta se comporta como
se ilustra en la Figura 3.

U2(k)

U2(k-1)

  τ KT+T KT

Figura 3: Señal de Control u2(t− τ)

De lo anterior se tiene que la integral en (5) puede
escribirse seccionalmente como,

x3 (t) = x3 (t0) +

t0+τZ
t0

u
2(k−1)T ds+

tZ
t0+τ

u
2(kT )

ds (6)

de donde se obtiene,

x3 (t) = x3 (t0) + τu
2(k−1)T + (t− t0 − τ)u

2(kT )

Considerando t0 = kT y evaluando al final del inter-
valo [(KT ) , (KT + T )] se obtiene,

x3(k+1)T = x3(kT ) + τu
2(k−1)T + (T − τ)u

2(k)T
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Obsérvese que en el intervalo de integración t0 ≤ t <
t0 + τ , x3 (t) toma simplemente la forma,

x3 (t) = x3 (t0) +

tZ
t0

u
2(k−1)T ds

x3 (t) = x3 (t0) + (t− t0)u2(k−1)T

y en el intervalo t0 + τ ≤ t < t, x3 (t) esta dado por,

x3 (t) = x3 (t0) +

t0+τZ
t0

u
2(k−1)ds+

tZ
t0+τ

u
2(k)

ds

x3 (t) = x3 (t0) + τu
2(k−1) + (t− t0 − τ)u

2(k)

Sustituyendo x3 (t) en las ecuaciones diferenciales
para x1 (t) y x2 (t) del modelo continuo (2) , es posi-
ble obtener el modelo exacto del sistema con retardo
de transporte.
Al igual que la señal de control u2, la señal u1 se ve
afectada por un retardo τ , por lo tanto el cálculo del
modelo discreto exacto con retardo del sistema se re-
aliza teniendo en cuenta las variaciones en las señales
de control, a causa del retardo τ . Considerando la
ecuación para x1 (t) de (1) , se obtiene,

x1(t) = x1 (t0) + u
1(k−1)

t0+τZ
t0

cos (x3 (s)) ds

+u
1(k)

tZ
t0+τ

cos (x3 (s)) ds

Por lo tanto, sustituyendo la solución para x3 (t) en
el intervalo de tiempo adecuado es posible escribir,

x1(t) = x1 (t0) + u
1(k−1)×

×
t0+τZ
t0

cos
¡
x3 (t0) + (s− t0)u2(k−1)

¢
ds

+u
1(k)

tZ
t0+τ

cosx3(t0) + τu
2(k−1)

+(s− t0 − τ)u
2(k)

ds

esto es,

x1(t) = x1 (t0)

+
u
1(k−1)

u
2(k−1)

£
sin
¡
x3(t0) + τu

2(k−1)
¢− sin ¡x3(t0)¢¤

+
u
1(k)

u
2(k)

sin
¡
x3(t0) + τu

2(k−1) + (t− to − τ)u
2(k)

¢
− sin ¡x3(t0) + τu

2(k−1)
¢

Considerando de nuevo t0 = kT y evaluando para
t = kT + T se obtiene,

x1(k+1)T = x1(kT )
+

u
1(k−1)

u
2(k−1)

sin
¡
x3(kT ) + [τ ]u2(k−1)

¢
− sin ¡x3(kT )¢
+

u
1(k)

u
2(k)

sin
¡
x3(kT ) + [τ ]u2(k−1) + [T − τ ]u

2(k)

¢
− sin ¡x3(kT ) + [τ ]u2(k−1)¢

haciendo uso de identidades trigonometricas, esta
ecuación puede reescribirse como,

x1(k+1)T = x1(kT )
+2u

1(k−1) cos
¡
x3(kT ) +

τ
2u2(k−1)

¢
ψ1

+2u
1(k)

cos
¡
x3(kT ) + τu

2(k−1) +
T−τ
2 u

2(k)

¢
ψ2

ψ1 =

⎧⎨⎩ sin τ
2 u2(k−1)
u
2(k−1)

, si u2(k−1)T 6= 0
τ
2 , si u2(k−1)T = 0

ψ2 =

⎧⎨⎩
sin T−τ

2 u
2(k)

u
2(k)

, si u2(kT ) 6= 0
T−τ
2 , si u2(kT ) = 0

Siguiendo el mismo procedimiento para x2, el modelo
discreto exacto con retardo de transporte de un robot
móvil tipo (2, 0) esta dado por,

x1(k+1)T = x1(kT )
+2u

1(k−1) cos
¡
x3(kT ) +

τ
2u2(k−1)

¢
ψ1

+2u
1(k)

cos
¡
x3(kT ) + τu

2(k−1) +
T−τ
2 u

2(k)

¢
ψ2

x2(k+1)T = x2(kT )
+2u

1(k−1) sin
¡
x3(kT ) +

τ
2u2(k−1)

¢
ψ1

+2u
1(k−1) sin

¡
x3(kT ) +

τ
2u2(k−1)

¢
ψ1

x3(k+1)T = x3(kT ) + τu
2(k−1) + (T − τ)u

2(k)

(7)
Este sistema puede ser reescrito como un sistema au-
mentado en la forma,

x1(k+1)T = x1(kT )

+2ζ1(kT ) cos
³
x3(kT ) +

τ
2 ζ2(kT )

´
ψ1

+2u
1(k)

cos
³
x3(kT ) + τζ2(kT ) +

T−τ
2 u

2(k)

´
ψ2

x2(k+1)T = x2(kT )

+2ζ1(kT ) sin
³
x3(kT ) +

τ
2 ζ2(kT )

´
ψ1

+2u
1(k)

sin
³
x3(kT ) + τζ2(kT ) +

T−τ
2 u

2(k)

´
ψ2

x3(k+1)T = x3(kT ) + τζ2(kT ) + (T − τ)u
2(k)

ζ1(k+1)T = u
1(kT)

ζ2(k+1)T = u
2(kT)

4. Validación del modelo dis-
creto exacto con retardo de
transporte

Con el fin de validar el modelo obtenido se re-
alizaron simulaciones en lazo abierto considerando
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diferentes tiempos de muestreo, comparando las re-
spuestas obtenidas para el modelo continuo con re-
tardo; el modelo discreto aproximado con retardo y
el modelo discreto exacto con retardo.
En la Figura 4 se observa la variable x1, de los tres
modelos cinemáticos que incluyen el retardo en trans-
porte, el continuo, el discreto aproximado y el dis-
creto exacto, se presenta también el error entre el
modelo discreto aproximado con retardo y el modelo
exacto con retardo con respecto a la señal continua
con retardo, el tiempo de muestreo es de T = 0,5. En
la Figura 5 se observa el resultado obtenido para la
variable x2 en el mismo caso.
En la Figura 6 y 7 se observan los resultados de sim-
ulación para las mismas variables con un periodo de
muestreo T = 5. En ambos casos el tiempo de retar-
do es τ = T

2 .
En el caso de la variable x3 el modelo obtenido es el
mismo tanto en la discretización exacta con retardo
de transporte como en la discretización aproximada
con retardo de transporte.
En los resultado de simulación se observa claramente
que el modelo exacto con retardo no cambia su de-
sempeño al variar el tiempo de muestreo a diferencia
del modelo discreto aproximado con retardo.
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Figura 4: Estado x1, T = 0,5 y τ = 0,25

5. Conclusiones
En este trabajo se presenta el modelo discreto exacto
de un robot móvil tipo (2,0) el cual presenta retardos
de transporte.
Es posible verificar que el comportamiento del mo-
delo discreto exacto no se deteriora al aumentar sig-
nificativamente el periodo de muestreo lo que puede
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Figura 5: Estado x2, T = 0,5 y τ = 0,25
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Figura 6: Estado x1, T = 5 y τ = 2,5
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permitir su utilización en un esquema de control dig-
ital.
Dado que el modelo exacto es una función de u en
un tiempo kT es posible el diseño de leyes de control
causales para la solución de problemas clásicos de
control.

Referencias
[1] R. Orosco-Guerrero. "Modelado, análisis y con-

trol de vehículos articulados y robots móviles.
Teoría y experimentos. Tesis presentada para
obtener el grado de Doctor en Ciencias en la Es-
pecialidad de Ingeniería Eléctrica, CINVESTAV-
IPN, 2003.

[2] M. Wargui, M. Tadjine, and A. Rachid. Stabili-
ty of real time control of an autonomous mobile
robot . In IEEE 5th. International Workshop on
Robot and Human Communication, paginas 311-
316, Tasukuba, Japan, November 1996.

[3] M. Wargui, A. Tayebi, M. Tadjine, and A.
Rachid. On the stability of an autonomous mo-
bile robot subject to network induce delay. In
IEEE 5th. International Conference on Control
Applications, pages 28-30, Hartford, CT, Octo-
ber 1997.

[4] R. Orosco-Guerrero, M. Velasco-Villa, and E.
Aranda Bricaire. Discrete-time modelling and
control of wheeled mobile robot. En Memorias
del 5to. Congreso Mexicano de Robótica, paginas
171-176, UASLP, San Luis Potosí, SLP, Mexico,
Agosto 2003. Asociacion Mexicana de Robótica.

[5] R. Orosco-Guerrero, M. Velasco-Villa, and E.
Aranda Bricaire. Stable discrete-time path-
tracking control for a WMR. En Memorias del
Congreso Anual de la Asociación de Control Au-
tomático 2003, Octubre 2003.

[6] R. Orosco-Guerrero, M. Velasco-Villa, and E.
Aranda Bricaire. Real-time implementation of a
dicrete-time controller for a WMR. En Memorias
del Congreso Anual de la Asociación de Control
Automático 2003, Octubre 2003.

412


	Resumen
	1. Introducción
	2. Modelos continuos y discretos del robot móvil (2,0)
	3. Obtención del modelo discreto exacto conretardo de transporte
	4. Validación del modelo discreto exacto conretardo de transporte
	5. Conclusiones
	Referencias
	Indice

